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1 Definicién y ejemplos

Una sucesion de nimeros reales es una funcién z: IN — R. Para cada n € IN, el n-ésimo término
ucesion es x, = x(n). ucesion x: r4 den N (Zn)new 0 MAas sim-

de esta sucesién es La sucesio IN — R serd denotada co cN O mas s
plemente con (z,). A veces aparecen naturalmente sucesiones (zp)nen, que comienzan en cero.
Esto no agrega nada pues el cambio de indice y,, := z,_1 las convierte en sucesiones (Y, )neN
que comienzan en 1. También resulta cémodo considerar sucesiones (%, )n>n,, qUe comienzan en
un entero ng. Cuando ng es un nimero natural podemos considerarlas como sucesiones (z,,)neN
con el simple tramite de definir 217 =+ -+ = x,,—1 = 0. Una sucesion (2, )nen €s

- constante si existe a € R, tal que z,, = a para todo n € IN,

- superiormente acotada si existe a € R, tal que z,, < a para todo n € IN,

- inferiormente acotada si existe a € R, tal que a < x,, para todo n € IN,

- acotada si es superior e inferiormente acotada,

- creciente si z,, < x, para todo m < n,

- estrictamente creciente si x,, < x, para todo m < n,

- decreciente si x,, > x, para todo m < n,

- estrictamente decreciente si x,, > x, para todo m < n,

- mondtona si es creciente o decreciente,

- estrictamente mondtona si es estrictamente creciente o estrictamente decreciente,

- inyectiva si x,, # x, para todo n # m. En este caso diremos también que los x,, son dos

a dos distintos.

Remark 1.1. Claramente una sucesién (z,)nen estd acotada si y sélo si la sucesion (|z,|)nen,
de sus médulos, lo esta.
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Remark 1.2. Una sucesion es estrictamente creciente si y sélo si es creciente e inyectiva. Simi-
larmente, una sucesion es estrictamente decreciente si y sélo si es decreciente e inyectiva.

Remark 1.3. Una sucesion creciente estd acotada inferiormente por su primer término y de la
misma manera una sucesién decreciente estd acotada superiormente. Por lo tanto una sucesién
creciente estd acotada si y sélo si lo estd superiormente, mientras que una sucesién decreciente
estd acotada si y solo si lo esta inferiormente.

Remark 1.4. Claramente una sucesion (z,),cn estd acotada superiormente por A si y sélo si la
sucesion (—zp)nen, de sus opuestos, estd acotada inferiormente por —A.

Proposition 1.5. Para cada sucesion (x,)nen de nimeros reales son equivalentes:
(1) Ezisten ng € N y a > 0 tales que x,, #0 y 1/x, > a para todo n > ng.

(2) (zn)nen estd acotada superiormente y existe ng € N tal que x, > 0 para todo n > ng.

Proof. (1) = (2) Porque de z,, # 0y 1/x,, > a para todo n > ng se sigue que 0 < z,, < 1/a
para todo n > ng

(2) = (1) Por hip6tesis existen ng € Ny A € R positivo, tale que 0 < z,, < A para todo n > ny.
Por lo tanto x, # 0y ;= > % para todo n > ng. O

Proposition 1.6. Para cada sucesion (x,)nen de nimeros reales son equivalentes:
(1) Existen ng € N y a <0 tales que x, #0 y 1/x,, < a para todo n > ng.

(2) (zn)nen estd acotada inferiormente y existe ng € N tal que x,, < 0 para todo n > nyg.
Proof. Se sigue facilmente de la Proposicion anterior y de la Nota 1.4. O

Example 1.7. Fijemos a € R y consideremos la sucesién (a")pen. Si 0 < a < 1, entonces
(a™)nen es una sucesion estrictamente decreciente de términos positivos. En efecto, es claro que
a™ > 0 para todo n. Multiplicando a < 1 por a” obtenemos a"! < a" para todo n. Supon-
gamos ahora que —1 < a < 0. En este caso (a")nen no es mondtona pues sus términos son
alternadamente positivos y negativos; pero esta acotada, pues la sucesion de sus médulos lo esta,
ya que |a"| = |a|™ con 0 < |a] < 1. Cuando a =0 0 a = 1 obtenemos la sucesién constantemente
igual a a y cuando a = —1 obtenemos la sucesién alternada con términos impares iguales a —1
y términos pares iguales a 1. Supongamos ahora que a > 1. Multiplicando estd desigualdad por
el ntimero positivo a” obtenemos que a” < a™*! para todo n € IN, de modo que, en este caso, la
sucesion (a™)nen es estrictamente creciente. Ademds no estd acotada, ya que, por la desigualdad
de Bernouli,
a"=(14+(a—-1))">1+n(a—1) para todo n > 1.

Finalmente, en el caso a < —1 la sucesién no es monétona (pues sus términos son alternadamente
positivos y negativos), ni tampoco estd acotada, pues la sucesién de sus médulos no lo estd, ya
que |a™| = |a|™ con 1 < |al.

Example 1.8. Para cada 0 < a < 1 consideremos la sucesién (z,)nen, definida por

1— anJrl

Tp=14+a+---+a" = para todo n € IN.

1—a

Es evidente que (x,,),en es estrictamente creciente, pues x,11 = o, + a™*! para todo n € IN.
Ademaés estd acotada superiormente ya que x, < ﬁ para todo n € IN.

Example 1.9. Fijemos a € R positivo y consideremos la sucesién ({/a),ecn. Notemos que

YVa> "Wa <= a"tt > " y Va < "Wa <= a"t! < o™
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Por lo tanto la sucesién ({/a),en es estrictamente crecience si 0 < a < 1 y estrictamente de-
creciente si 1 < a. Ademads en el primer caso, esta sucesion esta acotado inferiormente por a y
superiormente por 1, mientras que, en el segundo, estd acotada inferiormente por 1 y superior-
mente por a.

Example 1.10. Consideremos la sucesién (a,,)nen, definida por
1 1 1
apn=14+—4+ =+ -+ = para todo n € IN.
12! n!
Es evidente que (a,)nen es estrictamenyte creciente. Como, para cada n € IN,
1 1
an§1+1+§+?++ﬁ

la sucesién (an)nem estd acotada superiormente.

<3,

Example 1.11. Consideremos la sucesién (b, )nen, definida por b, = (1 + %)n paratodon € IN.
Por la férmula del binomio
nl nn-1)1 nn—1)---2-11
by=14— g -y AT
+ 1'n + 21 n2 2! nn"

e (-0 (-2 (-2 (D) (-2 (-5),

de lo cual se sigue facilmente que la sucesion (b, )nc es estrictamente creciente. Ademés b,, < a,
para todo n € IN (donde a,, es como en el ejemplo anterior), de modo que b,, < 3 para todo n.

Example 1.12. Consideremos la sucesién (2, )nen de terminos positivos, definida por z,, = ¥/n
para todo n € IN. Notemos que

1 n
{VE>"+1n+1<:>n”+1>(n+1)”<:>n><1+> :
n

Como (1 + %)n < 3, la sucesién (z,)nen es estrictamente decreciente a partir del tercer valor y,
en consecuencia, esta acotada. Notemos por tltimo que r1 < x93 < z3y 1 < z,, para todo n € IN.

Recordemos que un subconjunto IN' de IN es infinito si y sélo si no es acotado y que, en
este caso, existe una tinica funcién biyectiva y creciente n: IN — IN’. Como venimos haciendolo
denotaremos a esta funcién con (n;);enN-.

Una subsucesién de una sucesién x := (zp)nen es la restriccién de la funcién z a un subcon-
junto infinito IN' de IN. Denotaremos con (x,)nen @ esta subsucesién y la identificamos con la
sucesion (zn, )ien, obtenida componiendo z con la funcién n: IN — I, mencionda en el parrafo
anterior.

Remark 1.13. Para que una sucesién mondétona (z,, )nen esté acotada es necesario y suficiente que
tenga una subsucesion (z, )nen: que lo esté. En efecto es evidente que esta condicién es necesaria
pues podemos considerar a (z,),en como una subsucesién de si misma. Supongamos ahora por
ejemplo que (x,)nen es creciente y que (x,)nen €s una subsucesién acotada superiormente de
(Zn)nen. Para cada n € IN existe n’ € N/ tal que n < n’. En consecuencia, si b € R es una cota
superior de (z,)nen, entonces z, < x,» < by, por lo tanto, b también es una cota superior de
(n)nen. El caso en que (x,)nen es decreciente es similar. Notemos que hemos probado que
toda sucesién creciente tiene las mismas cotas superiores que cualquiera de sus subsucesiones y,
analogamente, toda sucesién decreciente tiene las mismas cotas inferiores que cualquiera de sus
subsucesiones.
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2 Limite de sucesiones

Definition 2.1. Diremos que un ntimero real a es limite de una sucesién (x,)nen 0 que la
sucesion (x,)nen converge (o tiende) a a, y escribiremos a = lim, o 2, 0 a = limz,,, si para
cada € > 0, existe ng € IN tal que |z, — a| < ¢, para todo n > ng.

Remark 2.2. Claramente la sucesién (2, )nen converge a a si y sélo si la sucesién (|x, — a|)nen,
converge a 0.

Si una sucesién no converge a ningin limite diremos que es divergente. El siguiente teorema
dice que una sucesién puede tener a lo sumo un limite.

Theorem 2.3. Sia=Ilimz, yb=Ilimz,, entonces b = a.

Proof. Supongamos que a = limz,, y que b # a. Tomemos ¢ := (b — a)/2. Por definicién existe
ng € N tal que |z, — a|] < € para todo n > ny. Por lo tanto |z, — b| > € para todo n > ng, ya
que si |x, — b| < € para algin n > nyg, entonces |b — a| < |b — x| + |z, —a| < 2¢ = |b—al. En
particular la sucesién (z,),en no converge a b. O

Proposition 2.4. Todo subsucesion de una sucesion que converge a un numero real, también
converge a este nimero.

Proof. Supongamos que (z,)nen converge a a € R y consideremos una subsucesion (z,, )nen de
(Zn)nen. Dado € > 0 existe ng € N tal que |z, —a| < € para todo n > ng. Tomemos ng € IV tal
que ny > ng. Sin' € N es mayor o igual que ng, entonces n’ > ng y, por lo tanto, |z, —a| < e.
Ast (2y)nen tiende a a. O

Corollary 2.5. Si la sucesion (x,)nen liende a a, entonces, para cada entero positivo k, la
sucesion (Tpyk)nen tiende a a.

La siguiente proposicién es una reciproca del corolario anterior, que escencialmente dice que
la convergencia y el limite de una sucesién no se alteran se si modifican sus primeros términos.

Proposition 2.6. Consideremos una sucesion (Tp)nen de términos reales y un punto a € R.
Si existe k € N tal que (Tp4k)nen tiende a a, entonces (Tn)nen tiende a a.

Proof. Tomemos € > 0 arbitrario. Como la sucesién (z,+x)nen tiende a a, existe ng € IN tal
que |,y — a| < € para todo n > ng. Por lo tanto |z, —a| < € para todo n > ng + k y, en
consecuencia, (z,)neN converge a a. O

Theorem 2.7. Toda sucesion convergente estd acotada.

Proof. Consideremos una sucesion (2, )nen convergente de términos reales y denotemos con a a
su limite. Por definicién existe ng € IN tal que a — 1 < x,, < a+ 1 para todo n > ny. Llamemos b
y ¢ al minimo y maximo de {z1,...,z,,-1,a—1,a+1}, respectivemente. Es claro que b < z,, < ¢
para todo n € IN. O

Example 2.8. Una sucesién constantemente igual a a converge a a.

Example 2.9. Si|a| > 1, entonces la sucesién (a™),en no estd acotada y, por lo tanto, diverge.
Si a = 1, entonces la sucesién (a™),cn es constantemente igual a 1y, por lo tanto, converge a 1.
La sucesién (—1)™ diverge, pues su subsucesién de sus términos pares converge a 1, mientras que
su subsucesién de sus términos impares converge a —1. Finalmente si |a| < 1, entonces la sucesién
(a™)nen converge a 0. En efecto, tomemos € > 0 arbitrario. Como 1/|a|] > 1 la sucesién (1/]a|)"
es estrictamente creciente y no acotada. Asi existe ng tal que 1/|a|™ = (1/|a])™ > (1/]a])™ > 1/¢
para todo n > ng y, por lo tanto, |a™| < € para todo n > ng. En consecuencia (a™),en converge
a 0, como afirmamos.
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Example 2.10. Para cada 0 < a < 1 la sucesién (z,,)nen, definida por
1—gntt
xn:1+a+~--+a":17 para todo n € IN.
—a
converge a ﬁ En efecto, por el ejemplo anterior, para cada € > 0 existe ng, tal que |a"| < €|1—a]
para todo n > ng. Asi
1

1—a

- = <
1—a 1-a |1 —q

por lo que (z,,)nen tiende a ﬁ

Ty — € para todo n > ng,

B ‘ 1 —qnt! 1 | Ja"*!

Theorem 2.11. Para cada sucesion (x,)necn, mondtona y acotada de nimeros reales, vale lo si-
guiente:

(1) Si(xn)nen es creciente, entonces (zy)nen converge y limx, = sup{z, : n € N}.

(2) Si(2n)nen es decreciente, entonces (Xn)nen converge y limx,, = inf{z,, : n € N}.

Proof. (1) Denotemos con a al supremo de {x,, : n € IN}. Por definicién z,, < a para todon € IN
y, para cada € > 0, existe ng € IN, tal que a — € < z,,,. Como (z,)nen €s creciente se sigue de
esto que a — € < x,, < a para todo n > ng.

(2) Copie la prueba del item (1). O

Example 2.12. Por el teorema anterior la sucesién ({/a)nen presentada en el Ejemplo 1.9,
converge a un limite £. Ademds si 0 < a < 1, entonces a < £ < 1; si a = 1, entonces £ = 1; y, si
1 < a, entonces 1 < £ < a. Veremos més adelante que ¢ siempre es 1.

Example 2.13. Las sucesiones (a,)nen ¥ (bn)nen presentadas en los Ejemplos 1.10 y 1.11 son
estrictamente crecientes y acotadas por 3. Ademads b, = 2 y b, < a,, para todo n. Por lo tanto,
debido al teorema anterior, las sucesiones (an)nen y (bn)nen convergeny 2 < limb,, < lima,, < 3.
Veremos mas adelante que limb,, = lim a,,.

Example 2.14. Por la Proposicién 2.6 y el teorema anterior, la sucesion ({/n),en presentada
en el Ejemplo 1.12, converge a un limite ¢ > 1.

Corollary 2.15. Toda sucesion mondtona que tiene una subsucesion que converge a un punto a,
también converge a a.

Proof. Supongamos por ejemplo que (a,)nen €s una sucesién creciente y que (ay,)nen €8 una
subsucesién de (a, )nen que converge a un punto a. Por el Teorema 2.11 la serie (ay,,),en €s acota-
day a =sup{a, : n € IN'}. Por la Nota 1.13 se sigue de esto que a = sup{a,, : n € IN}, de donde,
nuevamente por el Teorema 2.11, la sucesién (a,)nen converge a a. 0

3 Propiedades aritméticas de los limites

Proposition 3.1. Silimz, =0 e (yn)nen estd acotada, entonces lim z,y,, = 0.

Proof. Como (yn)nen estd acotada existe a > 0 en R, tal que |y,| < a para todo n € N y, como
limz,, = 0, dado € > 0, existe ng € IN tal que |z,| < ea~! para todo n > ng. En consecuencia,
|0 n| = |Zn||yn| < ea=ta = € para todo n > ng, lo que muestra que lim x,,y,, = 0. |

Proposition 3.2. Si la sucesion (x,)nen converge y limz, = a # 0, entonces existe ng € IN tal
que |xy| > |a|/2 para todo n > ng.

Proof. Tomemos € = |a|/2. Por definicién existe ng € IN tal que a — € < x, < a + € para todo
n > ng. En consecuencia |x,| > |a|/2 para todo n > ng. O
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Los cocientes %
yn = 0. En estos casos los reemplazamos por un valor arbitrario. Debido a la Proposicién 2.6 y
a que para n suficientemente grande y,, # 0, esto no trae ningtin problema.

que aparecen en el tercer item del siguiente teorema no estan definidos cuando

Theorem 3.3. Supongamos que (Tp)nen ¥ (Yn)nelN SON sucesiones convergentes y escribamos
a=limz, yb:=limy,. Las siguientes afirmaciones valen:

(1) lim(zy, + yn) = a+Db,
(2) lim(x,y,) = ab,

(3) sib#0, entonces lim =1

Proof. (1) Por hipétesis, dado € > 0 existen ni, ny € IN tales que |z, —a| < €/2 para todo n > ny
v |yn — b|] < €/2 para todo n > ns. Por lo tanto

[T + yn — (@ +D)| = |xn —a| + |y, — b] <€ para todo n > ng = max{ny,no}.

Por lo tanto lim(z,, + y,) = a + b, como afirmamos.

(2) Por la Nota 2.2 sera suficiente probar que lim(x,y, — ab) = 0. Para ello, como
TnYn — ab = (xn - a)yn + a(yn - b),

debido al item (1) serd suficiente ver que lim(z,, — a)y, = 0 y lima(y, — b). Pero esto se sigue
de la Proposicién 3.1, de que lim(x,, — a) = lim(y,, — b) = 0, y de que, por el Teorema 2.7, tanto
la sucesién constantemente igual a a, como la sucesion (y,)nen, son acotadas.
(3) Por la Nota 2.2 serd suficiente probar que hm(% — %) = (0. Como

T

1 .
" = (zpb — yna)— y lim(z,b — ypa) =0,

Ynb

e

se sigue de la Proposicién 3.1 que sélo debemos probar que la sucesién (ﬁ) es acotada. Pero
esto vale porque, debido a que limy,, = by a la Proposicién 3.2, existe ng € IN tal que |y, | > |b|/2
para todo n > ng y, por lo tanto, \yTleI < % para todo n > ng. O

Corollary 3.4. Si las sucesiones (Xn)nen € (Yn)nen convergen y existe ng € N tal que z,, < yy,
para todo n > ng, entonces limz,, <limy,.

Proof. En caso contrario, debido al teorema anterior, lim(z,, — y,) > 0, por lo que, debido a la
Proposicién 3.2, existe n; € IN tal que y,, < z, para todo n > ni, lo que se contradice con la
hipétesis. O

Example 3.5. Fijemos a € R positivo. En el Ejemplo 2.12 vimos que la sucesién ({/a),en con-
verge a un limite ¢ # 0. Probaremos a continuacién que ¢ = 1. Para ello consideremos la sub-
sucesién (/™) de (a'/™),ew. Como £ # 0 se sigue de la Proposicién 2.4 y el item (3)
del teorema anterior, que

al/n lim /™ Y4

G/ D~ fmal/edD g

a1 .
{=lima»G+D =lima»" »+1 = lim

Una demostracién alternativa se la obtiene considerando la subsucesién (a'/?"),en de (a'/™),en
y, usando que, por la Proposicién 2.4 y el item (2) del teorema anterior,

2= [limaﬁ]2 = lim[aﬁ}2 =lima» = L,

lo cual implica que £ = 1, ya que sabemos que ¢ # 0.
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Example 3.6. Consideremos las sucesiones (a,)nen ¥ (bn)nen presentadas en los Ejemplos 1.10
y 1.11. Ya vimos en el Ejemplo 2.13, que estas sucesiones convergen y que y 2 <lim b, <lim a,, <3.
Probaremos a continuacién que lima,, < limb,. Para ello fijemos p € IN arbitrario y definamos
la sucesién (¢p,)nen por

1 1 1 1 2 1 1 2 -1
o=l (1= =) (1-=) (1= )+ 4= (1-=) (1=-=) - (1-E )
2! n 3! n n p! n n n

Es fécil ver que la sucesién (¢, )nen €s estrictamente creciente, que ¢, = b, para n < p y que
cn < by, para n > p. Asi, por los Teoremas 2.11 y 3.3,

ap =lime, <limb, para todo p € IN|
por lo que lima, < limb,,, como queremos.

Example 3.7. En el Ejemplo 2.14 vimos que la sucesién ({/n),en converge a un limite £ > 1.
Probaremos a continuacién que ¢ = 1. Para ello consideremos la subsucesién ((2n)'/ ™), cx de
(n*/™),ew. Por la Proposicién 2.4 y el item (2) del teorema anterior,

2 = [lim(2n)i]2 = lim[(2n)ﬁ]2 = lim(2n)% = lim 27 limn» = ¢,
lo cual implica que £ = 1, ya que sabemos que £ # 0.

Theorem 3.8. Consideremos sucesiones (Tn)neN, (Yn)neN ¥ (2n)neN. Supongamos que existe
ng € N tal que x, <y, < z, para todon > ng. Si (Tn)neN ¥ (Zn)nen convergen al mismo limite,
entonces (Yn)nen converge y limy,, = limz,,.

Proof. Denotemos con a al limite comin de (z,)neN ¥ (2n)nen v tomemos € > 0 arbitrario. Por
definicién existen nq,ny € IN tales que z, € (a —€,a+¢€) paratodon >n; y z, € (a —€,a+¢€)
para todo n > ng. Asi, si n > max{ng,ni,n2}, entonces a — e < x, < y, < 2, < a+ ¢, por lo
que (Yn)nen converge y limy, = a. O

Example 3.9. Fijemos k € IN y consideremos la sucesion ("+/n),en. Como 1< "®/n < ¢/n se
sigue del teorema anterior y del Ejemplo 3.7 que ("*/n),en tiende a 1.

4 Limites infinitos

Entre las sucesiones divergentes hay algunas que se comportan de manera particularmente buena.
Las estudiaremos a continuacién.

Definition 4.1. Diremos que una sucesién (2,)nen, de nimeros reales, tiende a +00 y es-
cribiremos lim z,, = 400, si para cada A € R existe ng € IN, tal que z,, > A para todo n > nyg.
Similarmente, diremos que una sucesion (z,)nen, de nimeros reales, tiende a —oo y escribiremos
lim z,, = —o0, si para cada A € R existe ng € IN, tal que z,, < A para todo n > nyg.

Example 4.2. La sucesién (1,2,3,4,...) tiende a +o0co. Mds generalmente toda sucesién cre-
ciente y no acotada de nimeros reales tiende a +o0o. Por ejemplo si @ > 1, entonces la sucesién
(a™)nen tiende a +o0.

Remark 4.3. Si lima,, = +o0o, entonces (Z,)nen nO es acotada superiormente, pero si lo es
inferiormente. Similarmente, Si lim x,, = —o0, entonces (Z,)nen No estd acotada inferiormente,
pero si lo estd superiormente.

Remark 4.4. Toda subsucesion de una sucesién que tiende a 400, también tiende a +oo. Simi-
larmente, toda subsucesion de una sucesién que tiende a —oo, también tiende a —oo.

Example 4.5. Para cada p € IN la sucesién (17,2P 3P, 4P ...) tiende a +00 ya que es una
subsucesién de (1,2,3,4,...).
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Remark 4.6. Toda sucesién creciente que tiene una subsucesién que tiende a +oo, tiende tam-
bién a +o00; mientras que toda sucesién decreciente que tiene una subsucesién que tiende a —oo,
tiende también a —oo.

Example 4.7. Para cada p € IN la sucesién (11/7, 21/ 31/P 41/P ) es estrictamente creciente
y tiene a (1,2,3,4,...) como subsucesién. Por lo tanto (11/7,21/P 31/P 41/7 ) tiende a +oo.

Remark 4.8. Claramente una sucesion (x,)nen tiende a —oo si y sélo si la sucesion (—zp, )nen,
de sus opuestos, tiende a +o0.

Proposition 4.9. Para cada par (x,)nen € (Yn)nen, de sucesiones de nimeros reales, vale lo si-
guiente:
(1) Silimz, =400 € (Yn)nen estd acotada inferiormente, entonces lim(x,, + y,) = +00.
(2) Silimz, = —00 € (Yn)nen estd acotada superiormente, entonces im(z,, + y,) = —o0.
(3) Silimx, = +oco y existen ng € N y a € R positivo, tales que y, > a para todo n > ny,
entonces lim(z,y,) = +oo.
(4) Silima, = —oco y existen ng € N y a € R positivo, tales que y, > a para todo n > ng,
entonces lim(x,y,) = —00.
(5) Silimx,, = 400 y ezisten ng € N y a € R negativo, tales que y,, < a para todo n > ny,
entonces im(x,y,) = —00.
(6) Silima, = —oco y existen ng € N y a € R negativo, tales que y,, < a para todo n > ny,
entonces lim (2, y,) = +00.
(7) Silimz, = 400, (Yn)nen estd acotada superiormente y existe ng € N tal que y, > 0
para todo n > ng, entonces lim(z,/y,) = +00.
(8) Silimz, = —00, (Yn)nen estd acotada superiormente y existe ng € N tal que y, > 0
para todo n > ng, entonces im(x, /y,) = —co.
(9) Silimz, = 400, (Yn)nen estd acotada inferiormente y existe ng € W tal que y, < 0
para todo n > ng, entonces lim(x, /y,) = —oo.
(10) Silimz, = —00, (Yn)new estd acotada inferiormente y existe ng € N tal que y, < 0
para todo n > ng, entonces lim(x, /y,) = +oo.
(11) Silimy, = 0 y si existen ng € N y b > 0 tales que x, > b e y, > 0 para todo n > nyg,
entonces lim(x,, /y,) = +00.
(12) Silimy, = 0 y si existen ng € N y b > 0 tales que x, > b e y, < 0 para todo n > ng,
entonces lim(x,, /y,) = —o0.
(13) Silimy, = 0 y si existen ng € N y b < 0 tales que x,, < b e y, > 0 para todo n > ny,
entonces lim(x, /y,) = —00.
(14) Silimy, = 0 y si existen ng € N y b < 0 tales que x,, < b e y, < 0 para todo n > ny,
entonces lim(z,, /yn) = +00.
(15) Si (xp)nen estd acotada y lim |y, | = +o0, entonces lim(x,/yy,) = 0.
Proof. (1) Denotemos con B a una cota inferior de (y,)nen y tomemos A € R arbitrario. Por
hipdtesis existe ng € IN tal que x,, > A — B para todon > ng. Asi z,, +y, >A—B+B=A
para todo n > ng. Como esto vale para A arbitrario, lim(x,, + y,) = +0o0.

(2) Se sigue de las Notas 1.4 y 4.8 y del item (1) aplicado a las sucesiones (—Zp)neN ¥ (—¥n)neN-

(3) Tomemos A € R arbitrario. Por hipétesis existe ng € IN tal que z,, > A/a para todo n > ng.
Ast xpyn > (A/a)a = A para todo n > ng. Como esto vale para A arbitrario, lim(z,y,) = +o0.

(4) Se sigue de la Nota 4.8 y del item (3) aplicado a las sucesiones (—Z,)nen € (Yn)nen-
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5) Se sigue de la Nota 1.4 y del item (3) aplicado a las sucesiones (Zn)nen ¥ (—¥n)nenN-
6) Se sigue de las Notas 1.4 y 4.8 y del item (3) aplicado a las sucesiones (—Z)nen ¥ (—¥n)nen-
7) Se sigue de la Proposicién 1.5 y del item (3) aplicado a las sucesiones (,)neN ¥ (1/Yn)nen-

(5)

(6)

(7)

(8) Se sigue de la Nota 4.8 y del item (7) aplicado a las sucesiones (—Zn)neN € (Yn)neN-

(9) Se sigue de las Notas 1.4 y 4.8 y del item (7) aplicado a las sucesiones (,)nen ¥ (—¥n)neN-
(10) Se sigue de las Notas 1.4 y 4.8 y del item (7) aplicado a las sucesiones (—zp)nen ¥ (—¥n)nen-
(11) Tomemos A € R positivo arbitrario. Por hipétesis existe ny € IN tal que y,, < b/A para
todo n > mny. Asi, si n > max{ng,n1}, entonces x,/y, > (A/b)b = A. Como esto vale para A
positivo arbitrario, im(x,, /y,) = +oc.

(12) Se sigue de la Nota 4.8 y del item (11) aplicado a las sucesiones (Zn)neN ¥ (—¥n)nen-

(13) Se sigue de las Notas 1.4 y 4.8 y del item (11) aplicado a las sucesiones (—Z )neN € (Yn)nen-
(14) Se sigue de la Nota 1.4 y del item (11) aplicado a las sucesiones (—2p)neN ¥ (—Yn)nen-
(15) Denotemos con A a una cota superior positiva de (|z,|)nen y tomemos B € R arbitrario.
Por hipétesis existe ng € IN tal que |y,| > A/B para todo n > ng. Asi |z, /y,| < A(B/A) = B
para todo n > ng. Como esto vale para B arbitrario, lim(z,,/y,) = 0. |

5 Puntos de adherencia

Un punto a € R es valor de adherencia de una sucesién (z,)nen de nimeros reales si es el limite
de alguna subsucesién de (z,,)nen-

Example 5.1. Por la Proposition 2.4 Si (z,,),en converge y limx,, = a, entonces a es el inico
punto de adherencia de (2, )nen.

Example 5.2. La sucesién (0,1,0,2,0,3,0,4,...) tiene a 0 como tinico punto de adherencia,
pero no converge.

Example 5.3. Las sucesiones (1,2,3,4,...) y (1,—1,2,—2,3,—3,...) no tienen ningtin punto
de adherencia.

Theorem 5.4. Consideremos una sucesion (zn)nen de nimeros reales y un punto a € R. Son
equivalentes:

(1) En punto a es valor de adherencia de (zp)nen.

(2) Para cada € > 0 el conjunto de los n € IN tales que x,, € (a — €,a + €) es infinito.

Proof. (1) = (2) Supongamos que (Zp)nen €s una subsucesién de (z,)nen que converge a a.
Entonces para cada € > 0 existe nj, € IN' tal que z,» € (a — €,a + €) para cada n’ > nj con
n' € IN. Como este conjunto es infinito el item (2) vale.

(2) = (1) Definimos recursivamente un conjunto infinito N' = {n; < na <nsg < ...}, de IN, tal
que (x, )nen converge a a, de la siguiente manera. Supongamos que hemos definidony < -+ < n;
tales que n; € (a—1/j,a+1/j). Como {n € N:z, € (a —1/(i+1),a+1/(i+ 1))} es infinito,
podemos tomar n;41 tal que n; < niy1 y Tn,, € (a—1/(i+1),a+1/(i+1)). Es evidente que
a = lim z,,, como queremos. |

Example 5.5. Cualquiera sea a € R y € > 0 el intervalo (a — €,a + €) tiene infinitos nimeros
racionales. Por lo tanto, debido al teorema anterior, todo niimero real es punto de adherencia
de cualquier enumeracion (r1,72,73,...) del conjunto de los niimeros racionales.

Corollary 5.6. El conjunto de los puntos de adherencia de una sucesion de niumeros reales es
un cerrado.
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Proof. Consideremos una sucesién (z,),en de nimeros reales y denotemos con A al conjunto de
sus puntos de adherencia. Tomemos a € A. Para cada € > 0 el intervalo (a —€,a + €) corta a A.
Tomemos b € AN (a — €,a + €) y escribamos ¢’ := min{b — a + ¢,a + ¢ — b}. Es claro que ¢ > 0
yque (b—€,b+¢€)C (a—ea+e¢€). Comobe A, sesigue de esta inclusién y del Teorema 5.4
que el conjunto de los n € IN tales que x,, € (a — €,a + €) es infinito. Por lo tanto, nuevamente
debido al Teorema 5.4, a es un punto de adherencia de (x,)nen. O

Consideremos el conjunto R := R U {—00, +00}, donde —oco y +00 son dos puntos no reales
distintos. Extendemos el orden de R a IR poniendo —co < a < +o00 para todo a € R. En R todo
conjunto tiene infimo y supremo. En efecto

- Si A=), entonces inf A = +oco y sup A = —oo.
- Si A no estd acotado superiormente por ningin elemento de R, entonces sup A = +oc.

- Si A esté acotado superiormente por algin elemento de R, entonces el supremo de A en
R es el supremo de A en R.

- Si A no esta acotado inferiormente por ningun elemento de R, entonces inf A = —oo.

- Si A estd acotado inferiormente por algiin elemento de R, entonces el infimo de A en R
es el infimo de A en R.

Dada una sucesién (z,)nen de nimeros reales escribamos X, == {Zp, 41, Tnyo,...} v de-
notemos con a,, al infimo de X, y con b, al supremo de X,,. Entonces
ar<az<az < <ap <o Kby <oe s Kby Kb Kby (5.1)

En lo que sigue de esta seccién usaremos las notaciones X,,, a,, y b, libremente. Es claro que
(Zn)nen no estd acotada inferiormente < a3 = —00 & a,, = —o0 para todo n € IN,

y que
(zn)nenw no estd acotada superiormente < by = +o00 < b, = 400 para todo n € IN.

Ademss a, < +00 y —oo < b, para todo n. Definimos el limite inferior y el limite superior de
la sucesién (x,)nen por

lim i —00 si (Zn)nen no estd acotada inferiormente,
mint ry, = . . . . .
lima, si(z,)nen estd acotada inferiormente,
y
. 400 si (,)new no estd acotada superiormente,
limsupx, = ¢ _. ) ) ]
limb,, si (2,)nen estd acotada superiormente,
respectivamente.

Proposition 5.7. Para cada sucesion (x,)nen, de nimeros reales, vale lo siguiente:
(1) liminf x, = —oco si y sdlo si (xn)nen no estd acotada inferiormente.

(2

(3

(

) limsup x,, = +00 si y sdlo si (p)nen 1o estd acotada superiormente.
)
4) liminfx, = 400 si y sdlo si (x,)nen tiende a +0o.
)

liminf z,, < limsupz,.

(5) limsup z, = —00 si y sdlo si (xn)nen tiende a —oo.
Proof. (1) Es evidente que si (2, )nen 10 estd acotada inferiormente, entonces lim inf x,, = —o0.
Supongamos ahora que (Z, )nen estd acotada inferiormente. Entonces a; < ag < ... son nimeros

reales, por lo que liminf z, = lima, > —oc.
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(2) Es evidente que si (z,)nen no estd acotada superiormente, entonces lim sup x,, = —oo. Su-
pongamos ahora que (Z,)nen estd acotada superiormente. Entonces by > bs > ... son ntimeros
reales, por lo que limsup z,, = limb,, < 4o0.

(3) Siliminfz, = —oco o limsupx,, = +oo es evidente que liminf z,, < limsup x,,. Supongamos
ahora que liminfxz, > —oo y limsupz, < 4+oco. Entonces, debido a los items (1) y (2), la
sucesién (z,)nen estd acotada superior e inferiormente y asi, por definicién, liminf z,, = lim a,,
y limsup z,, = limb,,. Asi, por las desigualdades (5.1),

liminf z,, = lima, <b,, paratodom €N,
por lo que liminf z,, < limb,, = limsup z,,.
(4) Supongamos que lim inf ,, = +00. Por el item (1) la sucesién (z,)nen estd acotada inferior-
mente y asi, por definicién, lima, = liminfx, = 4+00. Debido a la definiciéon de los a,,’s, se
sigue de esto que (z,,)nen tiende a +o0o. Reciprocamente supongamos que (2, ),ecn tiende a +oo.

Entonces (2, )new estd acotada inferiormente y ademés, nuevamente debido a la definicién de los
ay’s, la sucesién (an)nen tiende a +o0o0. En consecuencia, liminf z,, = lima,, = +o0.

(5) Supongamos que limsup z,, = —oo. Por el item (2) la sucesién (z,, ) e estéd acotada superior-
mente y asi, por definicién, limb, = limsupz,, = —oo. Debido a la definicién de los b,’s, se
sigue de esto que (z,,)nen tiende a —oco. Reciprocamente supongamos que (2, ),en tiende a —oo.
Entonces (z,)nen estd acotada superiormente y ademds, nuevamente debido a la definicién de
los b,,’s, la sucesion (by,)nen tiende a —oo. En consecuencia, lim sup z,, = limb,, = —oo. O

Corollary 5.8. Una sucesion (x,)nen de nimeros reales estd acotada superior e inferiormente
sty solo si —oo < liminf z, < limsupz, < +o0.

Proof. Por los items (1), (2) y (3) del teorema anterior. O

Theorem 5.9. Consideremos una sucesion (xn)nen. Las siguientes afirmaciones valen:
(1) liminf 2, = min{a € R: a es el limite de una subsucesion de (Tp)neN}-

(2) limsupz,, = max{a € R : a es el limite de una subsucesion de (T, )nen}-

Proof. (1) Supongamos primero que liminfz, = —oco. Entonces (2, )nen no estd acotada in-
feriormente. Vamos a construir una subsucesién (z,,)iew de (2n)nen, tal que x,, < —j para
todo j € IN. Es evidente que entonces tendremos que lim z,, = —oo. Como la sucesién (zn,)nen
no esta acotada inferiormente existe n; € IN tal que x,,, < —1. Supongamos que hemos elejido
nyp < ng < ng < --- < ny; tales que x,,; < —j para todo 1 < j <i. Dado que {z, : n € N} no
esé acotado inferiormente, tampoco {z,, : n € N y n > n;} lo estd. Por lo tanto existe n; 1 > n;
tal que @,,,, < —i — 1. Esto termina la construccién de IN' por recurrencia. Supongamos ahora
que liminf z,, = a € R. Dado que esto implica que (z,)nen estd acotada inferiormente, ninguna
subsucesién de (2, )nen puede tender a —oo. Veamos que tampoco para ningtiin b < a en R existe
una subsucesién de (z,)nen que converge a b. Tomemos b < a en R arbitrario y escribamos
€ = (a —b)/2. Como lima,, = a existe ng € N tal que a,, > a — € para todo n > ng. Dado que
G, = inf X, , esto implica en particular que z,, > a—e para todo n > ng. Como b+¢€ =a —¢€ se
sigue de esto que x,, > b+ € para todo n > ng, por lo que ninguna subsucesién de (2, )nen puede
tender a b. Veremos a continuacién que hay una subsucesion (z,,)ien de (2, )nen, que converge
a a. Vamos a construir n; < ng < nz < n4 < ... de manera que a — 1/i < x,, < a + 1/i para
todo ¢ € IN. Es evidente que entonces tendremos que limz,, = a. Como lima, = a existe n
tal que a — 1 < a,, < a para todo n > nf. Dado que an; = inf X,/ , esto implica en particular
que existe n; > nj en N, tal que a — 1 < apy < Tp, < a+ 1. Supongamos que hemos elejido
ny < ng < ng < - < n, tales que a — 1/j < x,, < a+ 1/j para todo 1 < j < i. Como
lima, = a existe nj,; € IN, tal que a — 1/(i + 1) < a,, < a para todo n > nj,,. Puesto que
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ap;,, = inf Xp; , esto implica en particular que existe ni41 > max{n;,,n;} en N, tal que
a—1/(i+1) <ap,, <an,, <a+1/(i+1). Supongamos finalmente que liminfz, = +oc.
Sabemos que entonces (z,)nen tiende a +00. Por la Nota 4.4 esto termina la demostracion.

(2) Copie la demostracién de (1). O

Corollary 5.10 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sucesion acotada de nimeros reales
tiene una subsucesion convergente.

Proof. Esto se sigue inmediatamente del teorema anterior y de que, por el Corolario 5.8, si una
sucesion (zn)nen estd acotada, entonces —oo < liminf z,, < limsup z,, < +oo. O

Remark 5.11. En la prueba del item (1) del teorema anterior vimos que si liminfz,, = a € R,
entonces dado € > 0 existe ng € IN tal que a — ¢ < x,, para todo n > ng. Por otro lado, como
hay una subsucesién de (z,)nen tiende a a, cualquiera sea € > 0 hay infinitos indices n tales
que a < x, < a+ €. Similarmente si limsup x,, = b € R, entonces dado € > 0 existe ng € IN tal
que z,, < a + € para todo n > ng, mientras que, por otro lado, hay infinitos indices n tales que
a— €< Ip.

Remark 5.12. Consideremos una sucesién (z,),en de nimeros reales. Por la Proposicién 2.4,
el Remark 4.4 y el Teorema 5.9, si liminfx, < limsupz,, entonces (z,)n,eny NO converge ni
tampoco tiende a 400 0 —oco. Por otro lado, por los items (4) y (5) de la Proposicién 5.7, si
(Zn)nen tiende a —oo, entonces lim inf z,, = lim sup x,, = —o0, mientras que, si (2, )nen tiende a
400, entonces lim inf z,, = lim sup z,, = +00. Afirmamos que si liminf z,, = limsupz, = a € R,
entonces (,)nen converge a a. Por definicién sabemos que a = lim a,, = limb,,. Asi, dado e >0
existe ng € IN tal que a — € < a,, < b, < a + € para todo n > ng. Debido a las definiciones de
an y de b, se sigue de esto que a — ¢ < a, < x, < b, < a+ € para todo n > ng. Por lo tanto
lim z,, = a como queremos.

El teorema de Bolzano-Weierstrass se sigue también del Teorema 2.11 y del siguiente resultado
interesante en si mismo.

Proposition 5.13. Toda sucesion (x,)nen de nimeros reales tiene una subsucesion mondtona.

Proof. Decimos que z,, es un término destacado de la sucesién (z,)nen si ©, > @, para todo
m > n. Denotemos con IN al conjunto de los fndices n € IN tales que z, es un término
destacado de la sucesién (2, )nen. Si IV es infinito, entonces la subsucesion (2, )nen de (n)nen
es decreciente. Por otra parte, si IN' es finito, entonces tiene mdximo y n; := 1 + max IN' no est4
en IN'. En consecuencia, existe no > n; tal que x,, < Z,,. A su vez ng tampoco estd en IN' y,
por lo tanto, existe ns > ns tal que z,, < x,, < Tp,. Prosiguiendo de esta manera obtenemos
una subsucesién estrictamente creciente de (z,)nenN- O

La siguiente proposicion y su corolario son muy utiles.

Lemma 5.14. Consideremos dos sucesiones (Zn)neN € (Yn)nenw de nimeros reales. Supongamos
que existe ng € N tal que x,, <y, para todo n > ngy. Entonces

liminf z, <liminfy, y limsupz, <limsupy,. (5.2)
Proof. Escribamos a,, = inf X,,, b, := sup X, ¢, = infY,, d, :=supY,, donde
Xo = A0, Tpt1,Tnt2, -} Y Yo = {Un, Unt1, Yngas -+ -
Afirmamos que
an<c, vy b, <d, para todo n > nyg. (5.3)
En efecto, dado que a,, = inf X,,, d,, =sup X,, y n > no,
On < T <UYm V Tm < Ym < djp para todo m > n.
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En consecuencia a,, es una cota inferior de Y,, y d,, es una cota superior de X,,, de donde las de-
sigualdades (5.3) se siguen inmediatamente. Es claro ahora que las desigualdades (5.2) valen. O

Proposition 5.15. Para toda sucesion (a,)nen de ndmeros positivos,

lim inf 2241 < liminf {/a,, <limsup /a, < limsup Gntl
Gnp an

Proof. Veamos primero que limsup {/a,, < limsup a;—:l Supongamos que esto es falso. Entonces
existe ¢ € R tal que

lim sup Intl ¢ < lim sup /ay,. (5.4)
QAp

Por la primera de estas desigualdades existe ng € IN tal que a;‘:l < ¢ para todo n > ng. Asi,

a 1 Q. 2 a
notl o Tt o " <¢  paratodon > ng.

(27998 Ano+1 Ap—1

Multiplicanto miembro a miembro estas n — ng desigualdades, obtenemos ay, /an, < ¢~ ™. Por
lo tanto a,, < kc¢™ para todo n > ng, donde k = ay,,/c™. Asi, dado que lim Vi =1,

lim sup /a, < limsup Vke = c.

Como esto se contradice con (5.4), necesariamente limsup {/a,, < limsup “2=,

Veamos ahora
que lim inf a;—:l < liminf {/a,,. Supongamos que esto es falso. Entonces ex1ste c € R tal que

liminf {/a, < c¢ < liminf ntt, (5.5)
n

an+1

Por la segunda de estas desigualdades existe ng € IN tal que ¢ < para todo n > ng. Asi

(07 1 [27% +2 (07
< ot oo T2 o<
Any Ano+1 Ap—1

para todo n > ng.

Multiplicanto miembro a miembro estas n — ng desigualdades, obtenemos ¢"~ " < a,/ay,. Por
lo tanto ke¢™ < a,, para todo n > ng, donde k = a,,/c™. Asi, por el Lema 5.14,

¢ = lim Vke = limsup Vke < liminf /a,,,

donde la primera igualdad vale por el Ejemplo 3.5, la segunda igualdad vale por la Nota 5.12; y
la desigualdad vale por el Lema 5.14. Puesto que esto se contradice con (5.5), necesariamente
lim inf % < liminf ¥/a,. O

Corollary 5.16. Consideremos una sucesion (an)nen de nimeros positivos. Si existe lim a”“

entonces existe también lim /a,, y lim /a,, = lim a““,

Example 5.17. Fijemos dos niimeros reales positivos a < b y consideremos la sucesion (z,,)nen,
definida recursivamente por x1 := a, g, = To,_1b paran € Ny x9, 41 = x9,a paran € IN. Asi

1 = a, Ty = ab, x3 = a?b, x4 = a?b?, x5 = a®b?, rg = a®b3, etcetera. En consecuencia L"l =q
y “2t = b, de modo que no existe el limite de “2**. Por otro lado como

20/ Tam = Xanbn = /avb y 24 Ty = /g — a%bﬁ,
la sucesién {/z,, tiende a Vab.

Example 5.18. El resultado obtenido en el Ejemplo 3.7 se puede obtener facilmente usando el
Corolario 5.16.

Example 5.19. Como lim w = lim(n 4+ 1) = 400 también lim Vnl = 4+o0.
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Example 5.20. Afirmamos que lim % = e. En efecto, esto se sigue del Corolario 5.16 y de

que

1)+ pnl nn" 1\"

hmui:hmm:hm 14+ = —e.
(n+1)! n» nn n

6 Sucesiones de Cauchy
Definition 6.1. Una sucesién (z,,),en de ntimeros reales es de Cauchy si para cada € > 0 existe
ng € N tal que |z, — x,,| < € para todo m,n > ng.
Theorem 6.2. Toda sucesion convergente es de Cauchy.

Proof. Supongamos que (Z,)nen €s una sucesion convergente de nimeros reales y denotemos
con a a su limite. Por definicién dado € > 0 existe ng tal que |z, — y,| < €/2 para todo n > ny.
Por lo tanto,

|z — Zm| < |xn —a| +|a — xm| < € para todo m,n > ng.
Asi, la sucesién (2, )nen es de Cauchy. O

Vamos a ver que vale la reciproca del teorema anterior. Para ello necesitaremos los sigiuentes
dos lemas.

Lemma 6.3. Toda sucesion de Cauchy es acotada.

Proof. Supongamos que (2, )nen €s una sucesién de Cauchy. Por hip6tesis existe ng € IN tal que
|€r, — x| < € para todo m,n > ng. En particular x,, € (xn, — 1, Zpn, + 1) para todo n > ng, por
lo que evidentemente, la sucesién (z,)nen estd acotada. O

Lemma 6.4. Toda sucesion de Cauchy que tiene una subsucesion convergente es convergente.

Proof. Supongamos que (z,)nen €s una sucesién de Cauchy y que (z,)nen €s una subsucesién
de (z,)nen que converge a un punto a. Tomemos € > 0 arbitrario. Por hipdtesis existe ng € IN
tal que |z, — | < €/2 para todo m,n > ng y existe ny € IV tal que |z, — a| < €/2 para todo
m > ny con m € IN'. Fijemos n > ng y tomemos m € IN' tal que m > max{ng,n;}. Entonces

[T — al = |Tn — | + |2m — al <e,
por lo que (z,)nen tiende a a. O
Theorem 6.5. Toda sucesion de Cauchy es convergente.

Proof. Supongamos que (z,,)necn es una sucesiéon de Cauchy. Por el Lema 6.3 la sucesién (2, )nen
estd acotada. Asi, por el teorema de Bolzano-Weierstrass tiene una subsucesién convergente. Se
sigue ahora del Lema 6.4, que la sucesién (x,)nen €s convergente. O

Example 6.6. Consideremos una sucesion (z,),en de nimeros reales. Si existe 0 < A < 1 tal
que |Tpto — Tpa1| < Mzpe1 — xp| para todo n € W, entonces (2, )nen es de Cauchy y, por lo
tanto, convergente. En efecto

|Zng1 — Tn| S Nzp — Tne1| S N2Zpoy — Tpoo| < - < A Hap — 24|
y, por lo tanto, para cada n,p € N,
|Zntp — Tl = [Tntp — Tngp—1| + - + [Tag1 — 2n
<SP N g — |
=ATTEOPTE NP2 A ) | — 2y
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1—)P
:)\nfl
1-—A
An—l
<71_)\.

n—1

Como lim,, )j\j =0, dado € > 0 existe ng tal que |zp4p — zn| < €, para todo n > ng y todo
p € N, lo que muestra que (z,)nen es de Cauchy.

Example 6.7. Fijemos a,c > 0 y definamos la sucesién de nitimeros reales positivos (z,)nen
recursivamente por xj i=cy Tpy1 == %(mn + mi) para n > 1. Afirmamos que

1
|Tnt2 — Tpt1] < §‘$n+1 — Ty para todon > 1. (6.6)

Con el proposito de ver esto calculamos

1( )+a( 1 1) 1( )+a<
Tnt2 — Tntl = =(Tn+1 — Tn) + = —— ) = =(Tpy1 —Tp) + =
+2 T g\l 2\zpy oz, 20 2

De esto se sigue inmediatamente que si x,+1 = z,, entonces z,4+2 = Tp4+1 ¥, por lo tanto, en
este caso, la desigualdad (6.6) es clara. Supongamos ahora que z,41 # . En ese caso, de la
igualdad (6.7) se sigue que,

In_Tntl x"“). (6.7)

Tn1Tn

Tn42 — Tn4l a

-

1
)

Tn+1 — Tn Tn4+1Tn

y asf, para terminar de probar la desigualdad (6.6) serd suficiente ver que a < z,x,+1. Pero esto
vale, pues, debido a que la media geométrica de dos niimeros es menor o igual que su media a-
ritmética,
Va=,/|x i<1(ac +£) =z
nxn =9 n T, n+1,
para todo n > 1. En consecuencia, por el ejemplo anterior la sucesién (x,)nen converge. De-
notemos con b a su limite. Como 2z, 12, = x% + a tomando limite en esta igualdad obtenemos

que b? = a.

7 Series

Dada una sucesién de nimeros reales (an)nen, podemos formar una nueva sucesién (s, )nen,
llamada serie 22021 Gy, poniendo $1 = a1 y Sp41 = Sp + Ant1. Asi, s = a1 + a9, etcetera. A
ap, se lo llama el n-ésimo término de la serie ) a,. Cuando la sucesién (s, )nenN converge a un
nimero real s, decimos que la serie Y-, a,, converge a s. En este caso decimos también que
- oo 1 (oo} . .
s es la suma de la serie )~ ay y escribimos s = """ | s,. En caso contrario decimos que la
serie Y ", a, diverge. Sila serie )~ | a, tiende a +o00 escribiremos )" | a, = 400 y, similar-
. o0 . 1. (oo}
mente, si »_ >, a, tiende a —oo escribiremos )~ , a, = —00. A veces aparecen naturalmente
series > 7 @y, que comienzan en 0. Esto no agrega nada, pues el cambio de indice y,, == ,—1
las convierte en series Y | yn, que comienzan en 1. También resulta cémodo considerar series
S a,, que comienzan en un entero ng. Cuando ny es un nimero natural podemos consid-

n=no
erarlas como series Y-, a, con el simple trdmite de definir a; = -+ = a,,—1 = 0. Cuando no
. .z 1. oo (o)
haya peligro de confusién escribiremos ) a,, en lugar de > " a, (o de > " “a,). Notemos

que la sucesion (s, )nen, de las sumas parciales de Y a,,, es creciente si y sélo si a,, > 0 para
todo m; y que la sucesién (s, )nen, de las sumas parciales de > a,, es estrictamente creciente si
y sblo si a,, > 0 para todo n. Por lo tanto una serie Y a,, de términos no negativos converge si
y sélo si el conjunto {s, : n € N} es acotado y > a, = sup{s, : n € N}.
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Example 7.1. Tomemos a € R arbitrario. La serie geométrica de razén a es por definicion la
serie )~ ,a™. La n-ésima suma parcial de esta serie es

_gntl .
{1fga sia#1,

Sp=1+---+a" = )
n+1 sia=1.

1
—a’

. . 0o n . . . oo n o_
Asf la serie )" a™ converge si y s6lo si [a| < 1y, en este caso, Y >~ a”™ = 7
Theorem 7.2. Si )" a, converge, entonces lima,, = 0.

Proof. Como arriba escribamos s,, :== a1 +- - -+ a, y denotemos con s a la suma de la serie > ay,.
Por definicién lim s,, = lims,,_; = s. Como a,, = $,, — Sp_1,

lima, =lims, —lims,,_1 =s—s=0,
como queremos. Il

Example 7.3. No es necesario calsular la n-ésima suma parcial para ver que cuando |a| > 1 la
serie geométrica Y-, a™ diverge. Esto se sigue inmediatamente de que si |a| > 0, entonces a™
no tiende a cero.

s} 1

Example 7.4. La reciproca del teorema anterior no vale pues, por ejemplo la serie >~ | =,

llamada serie armonica tiende a +o0o, debido a que sus términos son positivos y

Szn=1—|—1+(l—l—l)+(1+1+1+1>+~-+(¥+~-+i> >14 2,

2 3 4 5 6 7 8 =141 2n 2

Remark 7.5. De las propiedades aritméticas de las sucesiones se sigue que si > a, y Y. b, son
convergentes, entonces Y (a, + b,) es convergente y Y (an + bp) = > an + Y bn; y que si
> a, es convergente, entonces para cada r € R la serie Y ra,, es convergente y Y ra, =1 ap.
Finalmente, si Y a, y Y. b, son convergentes y escribimos s, := a1+ -4a, y t, = b1+ +by,
entonces Y . ap Y. by, = lim s,t, = lim szzl a;b; y, por lo tanto, la serie ) ¢, definida poniendo
Cn = a1by + -+ apby + apby + -+ apby_1, converge y Y. = > an Y by

. o) . , . oo
Remark 7.6. Una serie )~ | a, converge si y sélo si )~ “a, converge (donde ng € IN es

arbitrario) lo hace. En efecto, si las sumas parciales de la primera serie son (s,)nen las de la
segunda son (tp)n>n,, donde t, == s, — Spo—1.

Proposition 7.7. Consideremos series > an y > by de términos no negativos. Siy_ b, converge
y existen ¢ > 0 y ng € N tales que a,, < cb, para todo n > ng, entonces Y a, converge.

Proof. Por el remark anterior podemos considerar que ng = 0. Escribamos s, = a1 +---+an, y
t, =by+ -+ b,. Como > b, converge el conjunto {t, : n € N} estd acotado superiormente.
Dado que por hipétesis s, =a; +---+a, < cby +--- 4 ¢b, = ct,, para todo n € N, el conjunto
{$n : m € N} también estd acotado superiormente y, asi, > a, = sup{s, : n € N} < cc. O

Example 7.8. Para cada 0 < r < 1 la serie Zzo:l # diverge. En efecto, por la proposicién
anterior, esto se sigue de que la serie arménica diverge y de que % < ni para todo n € IN.

Example 7.9. Para cada r > 1 la serie ) | n—lT converge. En efecto, como sus términos son

positivos, para ver esto es suficiente probar que la subsucesion (sgn_1)nen de la sucesion (sp,)nen
de sus sumas parciales, estd acotada. Pero esto es asi, pues

s —1+(i+i)+(i+i+i+i)+ +(#+ +#)
2n—-1— or 3r qr 57 6" mr Q(nfl)r (271 1)r ’

y, por lo tanto,

n—1 . n
2N\t 1—(2/2" 27
Son _1 < E <277> e (/ ) <
=0

1—2/20 ~2r—2
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lo que muestra en particular que la subsucesién (son_1)pen de la sucesion (sp,)nen, es acotada.

Theorem 7.10 (Criterio de Cauchy). Una serie Y a,, es convergente si y sélo si para cada € > 0
existe ng € IN tal que |ant1 + -+ - + anyp| < € para todo n > ng y todo p € N.

Proof. La hipétesis de la segunda parte del enunciado dice simplemente que la sucesion (s, )nen,
de las sumas parciales de la serie Y a,, es de Cauchy. Por lo tanto el Teorema 7.10 se sigue
inmediatamente de los Teoremas 6.2 y 6.5. ]

Definition 7.11. Una serie Y a, es absolutamente convergente si la serie Y |a,| es convergente.
Proposition 7.12. Toda serie absolutamente convergente es convergente.

Proof. supongamos que Y a, es una serie absolutamente convergente. Por el teorema anterior
dado € > 0 existe ng € IN tal que |an41| + -+ + |an4p| < € para todo n > ng y todo p € IN. Por
lo tanto

|@nt1 4+ F tngpl <lan|+ -+ |angp| <€ para todo n > ng y todo p € N.

En consecuencia, debido nuevamente al teorema anterior, la serie » a, es convergente. O
No toda serie convergente es absolutamente convergente. Por ejemplo la serie Z(—l)““%

es convergente pero no absolutamente convergente. Ya sabemos que la serie Z(—l)"“%
abssolutamente convergente. El siguiente resultado prueba que es covergente.

no es

Theorem 7.13 (Leibniz). Si (an)nen €s una sucecion decreciente de nimeros no negativos y si
lima, = 0, entonces la serie Y (—1)"*1a,, converge.

Proof. Escribamos s, = a; —as + -+ + (=1)"*ta,. Como

Sont2 = Sopn + A2nt1 — A2n,  S2p43 = Sontl —A2pnt2 +A2n Y S2pt+1 = Son + G2n+1
y la sucesién (ay,)nen es decreciente,
89 <83 < - <89y < < Sgpq < or- <83 < s

Por lo tanto lim so,, y lim So,41 existen y lim sop, 1 = lim sop, + lim agp 1 = lim soy,. O
Remark 7.14. Notemos que si s = Y (—1)"*'a,, entonces

Son <8< Sopg1, S— 82 < Soptl — S2n = G2p41 Y S2pt1 — 8 < Sopt1 — S2nd2 = Q2p42-

lo que da una manera de acotar la diferencia entre s y una suma parcial de la serie > (—1)""1a,,.

Definition 7.15. Una serie es condicionalmente convergente si es convergente pero no absolu-
tamente convergente.

Proposition 7.16 (Criterio de Cauchy). Silimsup /|a,| < 1, entonces > a, converge abso-
lutamente.

Proof. Tomemos b € R tal que 0 < limsup|a,| < b < 1. Sabemos que existe ng € IN tal que
Y/lan| < b para todo n > ngy. Pero entonces |a,| < b™ para todo n > ng. Dado que, por el
Ejemplo 7.1 la serie > b" converge, se sigue de la Proposicién 7.7 que > |a,,| también lo hace. O

Proposition 7.17 (Criterio de a’Alambert). Supongamos que (an)nen €s una sucesién de tér-

minos no nulos. Si limsup % < 1, entonces Y, a, converge absolutamente.
n

Proof. De la Proposicién 5.15 se sigue que 0 < lim sup |a,,| < lim sup lanail 9 Ep consecuencia,

lan]

debido a la Proposicién 7.16, la serie Y a,, converge absolutamente. |
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Example 7.18. Para cada k € N y cada a > 1 en R, la serie > Z—: converge. En efecto,

’I’Lk

si escribimos @, = 75, entonces

n 1)k an 1\k
x+1:(n+)a7:(1+7) ol
Tn antl nk n

. _ I,
que tiende a a~!, que es menor que 1, pues a > 1. En consecuencia lim o =0.

. n . o1 . n
Example 7.19. Para cada a € R, la serie ) % converge. En efecto, si escribimos z,, := %7, en-
tonces
Tyl a"tl nl a

.,  (m+Dla® n41’

. . . n
que tiende a 0. En consecuencia lim 77 = 0.

. i . 1. 1
Example 7.20. La serie ) 5 converge, ya que si escribimos z,, := X, entonces

nn

n n

Tnt1 (D! R _( n )”
t, (n+)tal  (m+1)r \n4+1/ 7

. — . . |
que tiende a e~! < 1. En consecuencia lim o =0.

Theorem 7.21 (Dirichlet). Consideremos sucesiones (an)nen ¥ (bp)nen- Sila sucesion ($p)nen,
de las sumas parciales s, == a1 + -+ + an, de (an)nen, es acotada, Y |bny1 — bn| < 00y
limb, = 0, entonces la serie ) anby, converge y > . cn @nbn =D v Sn(bn — bny1).

Proof. Un argumento inductivo sencillo muestra que

Zaibi =81(b1 — b2) + s2(ba — b3) + -+ -+ $p—1(bn—1 — bp) + Snbn.

i=1

En consecuencia, dado que lim s,,b,, = 0, para terminar la demostracién serd suficiente ver que
la serie ) 8n(bn — bny1) converge absolutamente. Pero esto es asi, pues si M es una cota
superior de {|s,| : n € IN}, entonces

Z |80 (bn — bpy1)| < M Z |bn, = bnt1] < o0,
nelN neN

COMO queremos. O

Remark 7.22. La condicién ) [bry1 — by| < 00 se satisface trivialmente si (by)nen €s mono-
tona.

Remark 7.23. Tomando a,, = (—1)"*! y una sucecién decreciente (b, ),en tal que lim b, = 0, ob-
tenemos el teorema de Leibniz.

Corollary 7.24 (Abel). Si ) .\ an es una serie convergente y (bp)nen es una sucesion decre-
ciente de nimero positivos, entonces la serie ) . anb, converge.

Proof. Denotemos con b al limite de (b,)nen. Por el teorema de Dirichlet la serie ), - @n (b, —b)
converge. En consecuencia, dado que

D anbn =Y an(bn —b)+b Y an,
nelN nelN nelN

también la serie Y anby, lo hace. O

nelN
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Example 7.25. Para cada x € R\ 277 las series Y, . Z222 y 3~ - €S52L convergen. En e-

fecto, por el teorema de Dirichlet sélo debemos ver que la sumas
Sp i=sinx + --- 4+ sinnzx y tn ==cosx + -+ cosne

estan acotadas. Pero esto se sigue inmediatamente de que

n L ei(n-i—l)a: -1
by +isy, = Z(coij +isinjz) = Ze’” =—=_1
j=1 j=1
y, por lo tanto,
) |ei(n+1)a: _ 1| )
|tn+1871|: |€ix—1| — |eix_1|'

8 Reordenamiento de series

Consideremos dos series > a,, v Y b, de nimerios reales. Decimos que Y b,, es obtenida a partir
de ) a, por reordenacion de sus términos si existe una biyeccién ¢: IN — IN tal que by, = a, ()
para todo n € IN. Queremos ver bajo que condiciones la suma de una serie coincide con la de
cualquiera de sus reordenamientos. Comencemos con la siguiente definicién: Una serie Y a,, es
conmutativamente convergente si, para cada biyeccién ¢: IN — N, la serie ) | a(,) converge a un
valor que es independiente de ¢. Por supuesto que una serie conmutativamente convergente es
convergente.

8.1 Parte positiva y negativa de una serie

Fijemos una serie ) a,, de nimeros reales. Definimos
an, siap >0, —a, sia, <0,
Pn = . y an = .
" 0 sia, <O, " 0 si a, > 0.

Evidentemente > p, ¥ Y. ¢, son series de términos positivos,

Zanzzpn_ZQn y Z‘anlzzpn+ZQn~ (8.8)

Proposition 8.1. La siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) La serie Y. a, es absolutamente convergente.
(2) Las series > pn y Y. qn Son convergentes.
Proof. (1) = (2) Porque >.% 1 pi <30 1 lail y Y0y gn < iy |ai| para todo n € IN.
(2) = (1) Por la segunda igualdad de (8.8). O

Remark 8.2. Usando la proposicién anterior y la primera igualdad de (8.8) se obtiene facilmente
otra prueba de la Proposition 7.12.

Remark 8.3. Si la serie Y |a,| es divergente, entonces al menos una de las series > p, v Y. qn
es divergente. Por otro lado, de la igualdad

E |an|:§ an"'QE QnZQE pn_§ Apy
se sigue que si la serie Y a,, es condicionalmente convergente, entonces necesariamente las dos se-

ries Y pn v D qn son divergentes.

Theorem 8.4 (Reordenamiento de series). Toda serie absolutamente convergente es conmutati-
vamente convergente.
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Proof. Consideremos primero el caso de una serie convergente de términos positivos > a,.
Tomemos una biyeccién ¢: IN — IN y escribamos b,, := a (). Afirmamos que ) b, converge al
mismo valor que > a,. Para cada n € IN escribamos s, == a1 + -+ an y tn, :=b1 + -+ + by.
Para cada n € IN denotemos con m(n) al mdximo de los ntmeros ¢(1),...,p(n), de modo que
{o(1),...,0(m)} € {1,...,m(n)}. En consecuencia t,, = .1 b; < S g, = Sm(n)- Por lo
tanto lim ¢, < lims,. Por simetria lim¢,, = lim s, y as{ > b,, converge al mismo valor que Y a,.
Consideremos ahora el caso general de una serie absolutamente convergente Y a, y denotemos
con » . pn ¥ . ¢qn & sus partes positiva y negativa, respectivamente. Todo reordenamiento (b, )
de la sucesién (a,) origina reordenamientos (u,) de (p,) y (vn) de (g,) respectivamente. Por
la Proposicién 8.1 y por lo que ya hemos probado todas estas serie convergen, > p, = > an y
> gn =Y vn. En consecuencia, por la segunda igualdad en (8.8),

Doan =3 pu =D n =) =D n =) bu

€cOmo queremos. O

A continuacién probamos un teorema debido a Riemman que muestra en particular que una
serie convergente es conmutativamente convergente si y sélo si es absolutamente convergente.

Theorem 8.5. Consideremos una serie condicionalmente convergente . a,. Dadosu < v en R
existe un reordenamiento (b,) de (a,) tal que liminft, = v y limsupt, = v, donde (t,) es la
sucesion de sumas parciales t, == by + -+ + by, de la serie Y by,.

Proof. Denotemos con Y . p, v . ¢qn a la parte positiva y negativa de >_ a,, respectivamente.
Como Y a,, converge, lima, = 0y, por lo tanto, limp,, = limg,, = 0. Por otro lado, debido al
Remark 8.3, las series > p, y Y. qn tienden a infinito. Para cada i € IN escribamos

—i siu=—o0, —i siv=—o00,
u(i)=qu siu€eR, y v(i)=<v siveER,

i si u = +o0, 1 si v = 4-00.
Reordenamos la serie Y a,, tomando como primeros términos py, ..., p,,, donde ny es el primer
indice tal que p1+- - -+pn, > v(1); luego tomamos términos —qu, . . ., —¢m, , donde mq es el primer
indice tal que p1+- - +pn, —q1—" - *—Gm, < u(1l); a continuacién tomamos términos Py, +1, - - -, P,
donde nyz es el primer indice tal que p1+- - 4+pPp, =1 —+* — @y +Pny+1+- -+ Pny > u(2); luego
tomamos términos —¢m, +1,- - -, —Gm,, donde mqo ha sido elegido como el primer indice tal que
Prto o+ DPn —q1— = Gmy H Pt Py — Gmy+1 — 0 — Gy, < u(2); etcetera. Podemos

hacer estas elecciones porque Y. p, = Y g, = +00. Denotemos con (t,) a la sucesién de sumas
parciales de la serie obtenida con esta reordenacién. Es facil ver (usando que lim p,, = lim g, = 0),
que liminft¢, = u y limsupt, = v. U



